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Rzeczywiste obiekty i abstrakcyjne poj¦cia

Piramida Cheopsa (2600BC).

Geometria u»ytkowa: Stwierdzenia geometryczne ustalane empirycznie.

Poj¦cia abstrakcyjne nie różni¡ si¦ od rzeczywistych obiektów: 
Odcinek  = kawaªek sznurka, lub prosta ście»ka
Obj¦to±¢  = ile ziarna zmieści si¦ w pojemniku.
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Twierdzenie Pitagorasa

Rygorystyczny dowód bez matematycznych symboli.
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Aksjomaty i dedukcja

Postulaty Euklidesa z Alexandrii  (4. wiek p.n.e.)

1 Dokªadnie jeden odcinek ª¡czy dwa dowolne punkty.

2 Dowolny odcinek mo»na przedªu»yc nieograniczenie.

3 Okr¡g jest zadany przez jego promie« i ±rodek.

4 Wszystkie k¡ty proste s¡ równe.

5 (Postulat równolegªy) Przez dowolny punkt P nienale»¡cy do prostej l,
przechodzi dokªadnie jedna prosta zawieraj¡ca P , i nie przecinaj¡ca l.

Dunajski (Clare College, Cambridge) Cztery oblicza geometrii Warszawa, Stycze« 2024 4 / 19



Dwie nie identyczne proste przecinaj¡ si¦ w

co najwy»ej jednym punkcie

Zaªó»my, »e tak nie jest (dowód `nie  wprost'. Jedna z najlepszych  
matematycznych broni, doskonalsza ni» gambit w szachach - szachista 
ryzykuje pionka czy �gur¦, za± matematyk ryzykuje caª¡ gr¦. G. H. 
Hardy.)

... wi¦c dwie proste przecinaj¡ si¦ w punktach P i Q.

Wtedy istniej¡ przynajmniej dwie proste przechodz¡ce przez P and Q.

Co zaprzecza pierwszemu postulatowi Euklidesa.
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Geometria hiperboliczna

Czy postulat równolegªy (`przez dowolny punkt P nienale»¡cy do

prostej l, przechodzi dokªadnie jedna prosta zawieraj¡ca P , i nie

przecinaj¡ca l') jest niezale»ny od pierwszych czterech aksjomatów?

Dysk Poincaré D = region wewn¡trz okr¦gu o promieniu 1.
Linie hiperboliczne
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Geometria hiperboliczna

Czy postulat równolegªy (`przez dowolny punkt P nienale»¡cy do

prostej l, przechodzi dokªadnie jedna prosta zawieraj¡ca P , i nie

przecinaj¡ca l') jest niezale»ny od pierwszych czterech aksjomatów?

Dysk Poincaré D = region wewn¡trz okr¦gu o promieniu 1.
Linie hiperboliczne

Dystans hyperboliczny

d(P,Q) = ln
( |AP ||BQ|
|AQ||BP |

)
.
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Geometria nie-Euklidesowa: postulat

równolegªy nie jest speªniony
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Parkieta» pªaszczyzny

Mozaika  Maroka«ska

Parkieta» Penrose'a: kafelki i strzaªki

Parkieta» regularny: plaster miodu
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Parkieta»e Euklidesowe i hiperboliczne

Regularne parkieta»e pªaszczyzny

Parkieta» hiperboliczny regularnymi siedmiok¡tami
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Krzywizna

Trójk¡t hiperboliczny: α+ β + γ < π.

Trójk¡t sferyczny: α+ β + γ > π.

Krzywizna powierzchni

K = α+β+γ−π

Area(∆(ABC))
.
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Geometria rzutowa: perspektywa

Duccio di Buoninsegna (circa 1310) Pojmanie Jezusa

Canaletto (circa 1730) Dziedziniec Paªacu Do»ów
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Horyzont=prosta w niesko«czono±ci

1 Rzut pªaszczyzny Π1 na pªaszczyzne Π2 z punktu O.

2 Punkt P w Π1 rzutowany na przeci¦cie prostej OP z Π2.

3 Pªaszczyzna rzutowa=plaszczyzna Euklidesowa+prosta.

4 Twierdzenie Pitagorasa: faªszywe (brak poj¦cia pola powierzchni).

Brak poj¦¢ równolegªo±ci, i odleglo±ci, . . .
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Krzywizna Wszech±wiata

Dwu�wymiarowa pªaszczyzna, trój�wymiarowa przestrze« ,

cztero-wymiarowa czaso�przestrze« (przestrze«=3+czas=1)

Grawitacja jest efektem krzywizny

Ogólna Teoria Wzgl¦dno±ci Einsteina: Masa=Krzywizna.

Obszary niesko«czonej krzywizny: Wielki Wybuch, osobliwo±¢ czarnej

dziury.

Prawa natury (jakie znamy) si¦ zaªamuj¡.
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Osobliwo±ci

Twierdzenie (Roger Penrose, 1965): Pod warunkiem trzech
`rozs¡dnych' zaªo»e« czasoprzestrze« musi zawiera¢ osobliwo±¢.

1 Powrót do przyszªo±ci to �kcja.
2 Grawitacja jest siª¡ przyci¡gaj¡c¡.
3 Istnieje powierzchnia zªapana.
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Kosmiczny Cenzor

Horyzont zdarze«. 3D jednostronna membrana w czasoprzestrzeni:

wszystko mo»e przez ni¡ przej±¢ ale nic nie mo»e wyj±¢.

Nagroda Nobla dla z Fizyki 2020 dla Rogera Penrose'a: `za wykazanie

»e powstawanie czarnych dziur  jest konsekwencj¡ Teorii  Wzgl¦dno±ci.'  
Tego Penrose jednak nie wykazaª ..
Hipoteza Kosmicznego Cenzora: Osobliwo±¢  s¡ ukryte wewn¡trz 
horyzontu  zdarze«  (Natura brzydzi si¦ nagimi  osobliwo±ciami) .
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Cztery oblicza geometrii

1 Geometria Euklidesowa

2 Geometria Hiperboliczna

3 Geometria Rzutowa

4 Geometria Wszech±wiata
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Cztery oblicza geometrii

1 Geometria Euklidesowa

2 Geometria Hiperboliczna

3 Geometria Rzutowa

4 Geometria Wszech±wiata

Dzi¦kuj¦!
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